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摘 要： 针对一类离散时间多智能体系统的领导者−跟随者趋同跟踪控制问题，提出一种分布式输出反馈模型参考控

制（MRC）方案。首先，在个体系统状态不可测的情况下，通过引入参数化状态观测器并利用系统的相对阶条件，为每个

跟随者设计基于邻居输入输出信息的虚拟参考信号。其次，结合经典输出反馈匹配条件，构建标称分布式 MRC 律。最

后，基于此标称控制律结构，针对个体系统参数未知的情形，进一步提出了分布式输出反馈自适应控制律的设计思路。

与常见的基于分布式观测器的设计方法不同，本文所提方案适用于具有外部参考输入的领导者个体。理论分析表明，该

分布式输出反馈模型参考控制方案可确保闭环系统稳定，同时实现跟随者个体的输出信号指数跟踪领导者系统输出。

数值仿真结果验证了所提控制方案的有效性。

关 键 词： 多智能体系统；输出反馈；分布式控制；指数跟踪

中图分类号： TP13；TP273   文献标志码： A   DOI：10. 3969/j. issn. 1671-6906. 2026. 01. 001

Output feedback based discrete-time distributed model reference 
control

XU Yuchun1，ZHANG Yanjun2，ZHANG Jifeng3，1

（1. Academy of Mathematics and Systems Science， Chinese Academy of Sciences， Beijing 100190， 

China； 2. School of Automation， Beijing Institute of Technology， Beijing 100081， China； 3. School of 

Automation and Electrical Engineering， Zhongyuan University of Technology， Zhengzhou 450007， 

China）

Abstract： This paper proposes a distributed output feedback model reference control （MRC） method for 

the leader-follower consensus tracking control problem of a class of discrete-time multi-agent systems. Un‐

der the condition that the system state is unmeasurable， based on neighbors’ input and output information， 

a virtual reference signal is designed for each follower by introducing a parameterized state observer and uti‐

lizing the system’s relative degree condition. Combined with the classical output feedback matching condi‐

tion， a nominal distributed MRC law is constructed. Furthermore， based on the structure of the nominal 

control law， a basic design idea for distributed output feedback adaptive control is provided for the case 

where the system parameters are unknown. Unlike common distributed observer based methods， the pro‐

posed method is applicable to leader agents with external reference inputs. Theoretical analysis shows that 

the proposed distributed output feedback MRC scheme ensures closed-loop system stability and enables the 

output of each follower to exponentially track the leader system’s output. Numerical simulation results veri‐
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fy the effectiveness of the proposed control method.
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多智能体系统（multi-agent system， MAS）已在智

能电网、无人集群等众多实际工程领域得到了广泛应

用，其协同控制问题也因此成为当前控制学界的研究

热 点 之 一 。 协 同 控 制 的 核 心 目 标 在 于 为 每 个 个 体 设

计仅依赖邻居信息的分布式控制方案，使整个网络系

统 能 够 完 成 特 定 的 群 体 协 作 任 务 。 围 绕 这 一 方 向 的

研 究 ，目 前 已 取 得 显 著 进 展 ，并 涌 现 出 大 量 优 秀 成

果［1-2］。 从 控 制 目 标 的 角 度 来 看 ，MAS 的 协 同 控 制 涵

盖了众多具体的研究主题，包括趋同控制、编队控制、

分布式博弈、分布式估计与分布式优化等［3-4］。其中，

趋同控制是实现诸多复杂协同控制任务的基础，其目

标是通过分布式协调机制，使网络中所有个体的行为

趋于一致。趋同行为可由 MAS 中所有参与者共同决

定 ，也 可 由 某 个 指 定 的 领 导 者 引 导 ，分 别 对 应 于 无 领

导者趋同和领导者−跟随者跟踪两种典型框架。鉴于

趋 同 行 为 在 MAS 研 究 中 的 基 础 性 与 重 要 性 ，学 者 对

趋同控制开展了大量研究。文献［5］揭示了线性动力

学 MAS 达 成 趋 同 所 需 的 通 信 拓 扑 条 件 。 文 献［6］针

对可变拓扑下的连续时间 MAS，开发了一种基于分布

式 反 馈 和 分 布 式 估 计 的 领 导 者 −跟 随 者 跟 踪 控 制 方

案 。 考 虑 到 测 量 噪 声 的 影 响 ，文 献［7-8］解 决 了 二 值

通 信 下 的 无 领 导 者 趋 同 问 题 。 此 外 ，文 献［9］针 对 个

体之间存在多维状态相互依赖关系的情形，研究了二

阶离散 MAS 的矩阵权重趋同问题。文献［10］提出了

一种基于脉冲控制的拓扑切换方案，实现了一类 MAS

的领导者−跟随者趋同控制。

在 MAS 的领导者−跟随者跟踪控制设计中，基于

分布式观测器的方案是当前的主流方法，其基本思想

是 为 每 个 跟 随 者 构 造 分 布 式 观 测 器 来 估 计 领 导 者 信

号 ，并 基 于 观 测 器 估 计 设 计 控 制 律 。 具 体 而 言 ，文

献［11］针对连续时间 MAS 构建了一种分布式观测器，

并 在 领 导 者 动 态 矩 阵 已 知 的 条 件 下 实 现 了 外 部 系 统

状 态 的 渐 近 跟 踪 。 文 献［12］进 一 步 发 展 了 自 适 应 型

分布式观测器，从而放宽了对领导者动态矩阵的先验

要求。文献［13］针对离散时间 MAS 提出了一种离散

形式的自适应分布式观测器，在领导者动态矩阵的特

征值模不超过 1 的条件下，实现了状态趋同误差的渐

近收敛。需注意的是，在此类基于分布式观测器的趋

同跟踪方案中，领导者通常被建模为无外部参考输入

的自治系统。

实际系统中的普遍不确定性，推动了基于自适应

技术的多智能体系统趋同控制研究，使其成为一个重

要 且 快 速 发 展 的 方 向 。 文 献［14］基于李雅普诺夫方

法，解决了一类单输入单输出不确定 MAS 的领导者−
跟 随 者 自 适 应 跟 踪 问 题 。 文 献［15］将 自 适 应 观 测 器

技术与自适应控制相结合，实现了高阶非线性不确定

MAS 的输出趋同控制。众所周知，模型参考自适应控

制（model reference adaptive control， MRAC）作 为 一

种经典的自适应控制方法，能够在保证闭环稳定性的

同 时 实 现 预 期 跟 踪 性 能［16--17］。 近 年 来 ，研 究 者 们 将

MRAC 扩 展 至 MAS 场 景 ，以 实 现 分 布 式 趋 同 跟

踪［18-21］。例如，文献［18-19］面向连续时间系统设计了

一种基于状态反馈的分布式 MRAC，实现了状态对领

导 者 信 号 的 趋 同 。 文 献［20］通 过 引 入 个 体 间 输 入 交

互 ，提 出 了 一 种 直 接 型 分 布 式 输 出 反 馈 MRAC，实 现

了 连 续 时 间 MAS 的 输 出 趋 同 跟 踪 控 制 ；文 献［21］则

基于间接自适应方法，通过在线参数估计和虚拟参考

模 型 构 造 ，实 现 了 连 续 时 间 MAS 的 分 布 式 间 接

MRAC 设计。

尽 管 MAS 的 趋 同 控 制 研 究 已 取 得 显 著 进 展 ，但

仍存在若干问题有待解决。一方面，现有大部分趋同

跟踪控制方案依赖分布式观测器设计，且通常要求领

导者为自治系统，因而难以适用于含外部控制输入的

领导者模型。另一方面，在基于模型参考的分布式趋

同跟踪控制研究方面，现有成果多集中于连续时间系

统 ，而 对 离 散 时 间 MAS 的 研 究 相 对 匮 乏 。 基 于 上 述

研究背景，本文面向一类离散时间线性 MAS，提出一

种基于输出反馈的分布式控制方案，以实现跟随者系

统输出对领导者系统输出的有效跟踪。在该方案中，

将 具 有 外 部 输 入 的 参 考 模 型 系 统 作 为 MAS 的 领 导

者 ，并 在 系 统 状 态 不 可 测 的 情 况 下 ，仅 利 用 个 体 自 身

及其邻居的输入与输出信息，为所有跟随者设计结构

一致的分布式控制器。本文的主要贡献包括： 

（1）在个体系统状态不可测且仅依赖局部通信的

条件下，设计了一种基于输出反馈的标称分布式模型

参考控制（model reference control， MRC）律。通过构

造 参 数 化 状 态 观 测 器 ，并 结 合 系 统 相 对 阶 信 息 ，为 每

个 跟 随 者 设 计 了 基 于 邻 居 信 息 的 参 数 化 虚 拟 参 考 信

号，从而定量给出标称控制律参数。  

（2）证 明 了 所 提 出 的 标 称 分 布 式 输 出 反 馈 MRC

律能够确保闭环系统稳定，并实现对领导者输出的指

数跟踪。在此基础上，进一步考虑系统参数未知的情

·· 2
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形，给出了分布式输出反馈 MRAC 律的基本形式，并

阐述了参数更新律设计的基本方案。

（3）与 现 有 结 果 相 比 ，本 文 所 提 出 的 分 布 式 输 出

反 馈 MRC 方 案 无 需 系 统 状 态 量 测 ，仅 依 赖 个 体 的 输

入与输出信息；不同于传统基于分布式观测器的控制

策略，本方案能够处理具有外部参考输入的非自治领

导者系统，因此具有更广泛的适用性。

对 于 本 文 中 的 特 殊 符 号 说 明 如 下 ：符 号 ℝ 表 示

实 数 集 ，符 号 z 和 z-1 分 别 表 示 向 前 和 向 后 位 移 算

子 ，即 z [ x ] ( t ) = x ( t + 1)，z-1 [ x ] ( t ) = x ( t - 1)，其 中

t ∈ { 0,1,2,3,⋯ }。 定 义 信 号 空 间 ：L∞ = { x ( t ):||x (⋅)||∞ <
∞ }，L2 = { x ( t ):||x (⋅)||2 < ∞ }，其 中 x ( t ) 表 示 任 意 有 限 维

信号。对于任意信号 x ( t )，||x ( t )|| 表示其欧式范数。符

号 I 表 示 单 位 矩 阵 。 需 要 特 别 指 出 的 是 ，本 文 使 用

y ( t ) = G ( z ) [ u ] ( t ) 表 示 输 出 为 y ( t )、输 入 为 u ( t )、传 递

函数为 G ( z ) 的离散线性定常系统。

1 问题描述

1.1 系统模型

本文针对由 N 个跟随者个体和 1 个领导者个体构

成 的 离 散 时 间 MAS 进 行 研 究 。 第 i 个 跟 随 者 个 体 的

状态空间模型描述为：

x i ( t + 1) = A i x i ( t ) + b i u i ( t )，yi ( t ) = c i x i ( t ) （1）

式 中 ：x i ( t ) ∈ ℝni × 1、ui ( t ) ∈ ℝ、yi ( t ) ∈ ℝ 分 别 为 跟 随

者 个 体 i 的 状 态 向 量 、控 制 输 入 与 系 统 输 出 ；

A i ∈ ℝni × ni、b i ∈ Rni × 1、c i ∈ ℝ1 × ni 均为系统矩阵。根据

系 统 的 状 态 模 型（1），可 以 得 到 个 体 i 系 统 的 输 入 输

出为：

yi ( t ) = Gi ( z ) [ ui ] ( t )，i = 1,2,⋯,N （2）

且

Gi ( z ) = c i ( zI - A i )-1b i = kpi

Z i ( z )
Pi ( z )

式中：Gi ( z ) 为个体 i 系统动态的传递函数；kpi
≠ 0 为高

频增益参数；多项式 Pi ( z ) 和 Zi ( z ) 分别是阶数为 ni 和

mi 的首一多项式，ni - mi > 0 为个体 i 系统的相对阶。

本研究假定输出 yi ( t ) 可测 ，且系统模型（1）为可镇定

和可观的。

领导者个体的动态由以下稳定线性系统描述：

x0 ( t + 1) = A 0 x0 ( t ) + b0 u0 ( t )，y0 ( t ) = c0 x0 ( t ) （3）

式中：x0 ( t ) ∈ ℝn0 为领导者系统的状态向量；u0 ( t ) ∈ ℝ
为 有 界 的 外 部 参 考 输 入 ；y0 ( t ) ∈ ℝ 为 领 导 者 系 统 输

出 ；A 0 ∈ ℝn0 × n0、b0 ∈ Rn0 × 1、c0 ∈ ℝ1 × n0 均 为 系 统 矩 阵 ，

其 中 A 0 ∈ ℝn0 × n0 为 稳 定 矩 阵 。 此 外 ，领 导 者 系 统 的 传

递 函 数 为 G 0 ( z ) = c0 ( zI - A 0 )-1b0 = kp0 Z 0 ( z ) /P 0 ( z )，其

相 对 阶 为 n*。 本 研 究 同 样 假 设 输 出 y0 ( t ) 可 测 ，且 系

统（3）为可镇定和可观的。

1.2 图理论

领 导 者 个 体 和 N 个 跟 随 者 个 体 之 间 的 通 信 网 络

由 一 个 具 有 N + 1 个 节 点 的 有 向 通 信 图 G = (V,E ) 表

示，其中 V为顶点集，E ⊂ V × V为有向边集。每个节

点代表一个个体，有向边 ( j, i ) ∈ E表示个体 i 能够接收

来 自 个 体 j 的 信 息 ，但 是 个 体 j 不 能 接 收 到 来 自 个 体 i

的信息，此时称 j 为 i 的一个邻居。节点 0 代表 MAS 中

的领导者。对每个跟随者个体 i ( i = 1,2,⋯,N )，定义其

邻 居 集 合 为 N i = { j ∈ V: ( j,i ) ∈ E }。 该 通 信 图 G的 邻

接 矩 阵 记 为 A = [ aij ] ∈ ℝ( N + 1) × ( N + 1)，i, j ∈ V，其 中

aii = 0，且当 i ≠ j，aij = 1 当且仅当 ( j,i ) ∈ E，即个体 i 能

够接收来自个体 j 的信息。尤其是，对于 i = 1,2,⋯,N，

ai0 = 1 当且仅当跟随者个体 i 可以接收来自领导者个

体 0 的信息。对于个体 i ( i = 1, 2,⋯,N )，定义 di 为跟随

者个体 i 的入度，即邻居集N i 中元素的个数。

1.3 控制目标和假设条件

本文的控制目标为：针对每个跟随者个体 i，在仅

利用局部邻居信息的条件下，设计基于输出反馈的分

布 式 控 制 律 ，使 得 闭 环 系 统 所 有 信 号 有 界 ，并 且 所 有

跟随者的输出跟踪领导者的输出，即：

lim
t → ∞ ( yi ( t ) - y0 ( t ) ) = 0，i = 1,2,⋯,N

为实现上述控制目标，作以下假设条件。

假设 1：对 于 每 个 跟 随 者 个 体 i ( i = 1,2,⋯,N )，多

项式 Zi ( z ) 是稳定的。

假 设 2：对 于 每 个 个 体 i ( i = 0,1,⋯,N )，多 项 式

Pi ( z ) 的阶数 ni 是已知的。此外，每个跟随者个体 i ( i =
1,2,⋯,N ) 的相对阶满足 ni - mi = n*。

假设 3：通信图 G不包含有向环，且存在一棵以领

导者节点为根的有向生成树。

假设 1 指明了系统需满足最小相位条件，该条件

不仅是单体系统模型参考控制的基本前提［11］，同时也

是本文分布式 MRC 设计的必要假设。假设 2 要求所

有个体系统的阶次已知，以便确定控制器参数维度并

构 建 相 应 的 参 数 化 模 型 。 此 外 ，跟 随 者 个 体 系 统（1）

的 相 对 阶 需 与 领 导 者 系 统（3）保 持 一 致 ，这 与 传 统

MRC 的 标 准 设 计 要 求 相 符［16］。 假 设 3 规 定 了 通 信 图

的 连 通 性 结 构 ，保 证 了 后 续 分 布 式 控 制 律 的 可 实 现

性。基于该假设，邻接矩阵 A 在适当的节点排列下可

呈 现 上 三 角 形 式 。 为 便 于 后 续 控 制 器 设 计 与 理 论 分

析 ，本 文 考 虑 将 由 模 型（1）和 模 型（3）组 成 的 MAS 中

的节点重新排列，使通信图 G对应的邻接矩阵 A 具有

上三角结构。

·· 3
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2 分布式模型参考控制设计

针对由系统模型（1）和模型（3）组成的 MAS，本文

提 出 一 种 基 于 输 出 反 馈 的 分 布 式 MRC 方 法 ，以 实 现

趋同跟踪控制目标。首先，在系统参数已知的情况下

构 造 标 称 分 布 式 控 制 律 。 该 控 制 律 通 过 引 入 参 数 化

状态观测器，并利用邻居信息构造参数化虚拟参考信

号 ，进 而 确 定 标 称 控 制 参 数 。 随 后 ，在 个 体 系 统 参 数

未 知 的 情 况 下 ，基 于 标 称 控 制 律 结 构 ，给 出 分 布 式 输

出反馈 MRAC 的基本设计思路，以实现渐近跟踪控制

目标。

2.1 分布式控制律结构

在系统参数已知的情形下，考虑建立基于输出反

馈 的 标 称 分 布 式 控 制 律 。 假 设 所 有 系 统 参 数

A i、b i、c i ( i = 0,1,⋯,N ) 为精确已知，对每个跟随者个

体设计如下基于输出反馈的分布式 MRC 律：

ui ( t ) = 1
di
∑
j ∈ N i

( )θ*T
i ωθ i

( t ) + β*T
ij ωβ j

( t ) （4）

θ*
i = [ ]θ*T

i1 ,θ*T
i2

T , β*
ij = [ ]β*T

ij1 , β*T
ij2 , β*

ij3
T

（5）

ωθ i
( t ) = [ ]ω T

i1 ( t ) ,ω T
i2 ( t ) T ,ωβ j

( t ) = [ ]ω T
uj

( t ) ,ω T
yj

( t ) ,uj ( t ) T

（6）

式 中 ：θ*
i 和 β*

ij 为 与 系 统 参 数 相 关 的 标 称 控 制 参 数 向

量 ；ωθ i
( t ) 和 ωβ j

( t ) 为 可 获 得 的 回 归 量 信 号 ；根 据 个 体

通信图的连通性质，参数 di 为个体 i 的入度，即其邻居

集N i 中个体的数量。

2.2 控制律参数的确定

在 系 统 参 数 A i、b i、c i ( i = 0,1,⋯,N ) 已 知 的 条 件

下，给出标称控制律中参数 θ*
i 和 β*

ij 的具体确定方法，

并 利 用 系 统 输 入 输 出 信 息 构 造 对 应 的 回 归 量 信 号

ωθ i
( t ) 和 ωβ j

( t )。 首 先 ，针 对 每 个 跟 随 者 个 体 i ( i =
1,2,⋯,N )，给出如下关于匹配条件的引理。

引理 1：对 于 每 个 跟 随 者 个 体 i ( i = 1,2,⋯,N )，存

在常参数向量 θ*
i1 ∈ ℝni - 1 和 θ*

i2 ∈ ℝni 满足等式：

θ*T
i1 aλi

( z ) Pi ( z ) + θ*T
i2 bλi

( z ) kpi
Z i ( z ) = Pi ( z ) - Zi ( z ) zn*

（7）

式中：多项式 Pi ( z ) 和 Zi ( z ) 分别为系统（2）的极点多项

式与零点多项式。aλi
( z ) 和 bλi

( z ) 为如下定义的向量：

aλi
( z ) = [ ]z-ni + 1 ,⋯,z-1 T

，bλi
( z ) = [ ]z-ni + 1 ,⋯,z-1 ,1 T

（8）

引理 1 的证明见文献［16］。在系统参数已知的情

况 下 ，即 多 项 式 Pi ( z )、Zi ( z ) 和 高 频 增 益 参 数 kpi 均 已

知 时 ，式（7）可 直 接 用 于 求 解 标 称 控 制 律 参 数

θ*
i1 ∈ ℝni - 1 和 θ*

i2 ∈ ℝni。根据式（8）中向量的形式，控制

律（4）中 回 归 量 信 号 ωθ i
( t ) 的 两 个 分 量 ω i1 ( t ) 与 ω i2 ( t )

分别定义为：

ω i1 ( t ) = aλi
( z ) [ ui ] ( t ) , ω i2 ( t ) = bλi

( z ) [ yi ] ( t )，i =
1,2,⋯,N （9）

由 式（8）中 向 量 aλi
( z ) 和 bλi

( z ) 的 形 式 可 知 ，回 归

量信号 ω i1 ( t ) 与 ω i2 ( t ) 仅依赖于输入输出的当前及若

干历史数据，可直接构造。因此，基于引理 1，可在系

统 参 数 已 知 的 情 况 下 通 过 式（7）确 定 控 制 律 参 数 θ*
i ，

同时由式（9）确定回归量信号 ωθ i
( t )。

由于系统模型（1）和模型（3）的状态不可测，因此

为 每 个 跟 随 者 引 入 状 态 观 测 器 以 构 造 参 数 化 虚 拟 参

考 信 号 ，并 进 一 步 确 定 控 制 律 中 的 参 数 β*
ij 和 回 归 量

ωβ j
( t )。 考 虑 到 MAS 中 的 每 个 个 体 i ( i = 0,1,⋯,N ) 是

可观的，可构造如下状态观测器来估计不可测的状态

信号 x i ( t )：
x̂ i ( t + 1) = A i x̂ i ( t ) + b i u i ( t ) + l i ( yi ( t ) - c i x̂ i ( t ) =

  ( A i - l ic i ) x̂ i ( t ) + b i u i ( t ) + l i y i ( t ) （10）

式 中 ：x̂ i ( t ) 为 状 态 x i ( t ) 的 估 计 ；l i ∈ Rni 为 可 设 计 的 观

测 器 增 益 向 量 。 定 义 状 态 估 计 误 差 为 x͂ i ( t ) = x i ( t ) -
x̂ i ( t )，可得如下的状态估计误差方程：

x͂ i ( t + 1) = ( A i - l ic i ) x͂ i ( t )，i = 0,1,⋯,N （11）

根 据 式（11），为 保 证 良 好 的 估 计 性 能 ，可 选 取 观

测器增益向量 l i ∈ Rni，使矩阵 A i - l ic i 的特征值均位于

z 平 面 的 稳 定 区 域 内 。 在 此 条 件 下 ，当 t 趋 于 无 穷 时 ，

状态估计误差 x͂ i ( t ) 将以指数速率收敛至 0。需要特别

指出的是，在离散时间系统中，通常将矩阵 A i - l ic i 的

全部特征值配置于 z 平面的原点。

基 于 观 测 器 系 统（10），状 态 估 计 x̂ i ( t ) 可 重 新 表

示为：

x̂ i ( t ) = ( zI - A i + l ic i )-1b i [ ui ] ( t ) + ( zI - A i + l ic i )-1 ⋅
l i [ yi ] ( t ) + ( A i - l ic i ) t x̂ i ( 0 )

= G ui
( z )

Λ i ( z ) [ ui ] ( t ) + G yi
( z )

Λ i ( z ) [ yi ] ( t ) + ( A i - l ic i ) t ⋅
    x̂ i ( 0 )，i = 0,1,⋯,N （12）

式 中 ：Λ i ( z ) = det ( zI - A i + l ic i )；G ui
( z ) 和 G yi

( z ) 为 ni

维多项式向量；( A i - l ic i ) t x̂ i ( 0 ) 为与初始估计 x̂ i ( 0 ) 相

关的指数衰减项，满足 lim
t → ∞ ( A i - l ic i ) t x̂ i ( 0 ) = 0。特别

地，若选取合适的观测器增益向量 l i ∈ Rni，使矩阵 A i -
l ic i 的所有特征值均配置于 z 平面的原点，则有 Λ i ( z ) =
zni。根据式（12），状态估计 x̂ i ( t ) 可进一步表示为如下

关于 ui ( t ) 和 yi ( t ) 的参数化形式：

x̂ i ( t ) = κ *
i1ω uj

( t ) + κ *
i2ω yj

( t )，i = 0,1,⋯,N （13）

其中，

ω ui
( t ) = f i ( z )

Λ i ( z ) [ ui ] ( t )，ω yi
( t ) = f i ( z )

Λ i ( z ) [ yi ] ( t )，

·· 4
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  f i ( z ) =  [ ]1,z,⋯,zni - 1 T
（14）

式中：κ *
i1 ∈ ℝni × ni 和 κ *

i2 ∈ ℝni × ni 为与系统参数 A i、b i、c i

及 选 取 的 观 测 器 增 益 向 量 l i ∈ Rni 相 关 的 常 参 数 。 当

系统参数 A i、b i、c i ( i = 0,1,⋯,N ) 已知时，可基于所选

的 l i ∈ Rni 计 算 参 数 κ *
i1 ∈ ℝni × ni 和 κ *

i2 ∈ ℝni × ni。 在 上 述

状态估计 x̂ i ( t ) 的参数化表达式（13）中，与初始状态估

计 x̂ i ( 0 ) 相关的指数衰减项 ( A i - l ic i ) t x̂ i ( 0 ) 已被省略。

基 于 参 数 化 状 态 观 测 器 方 程（13）及 系 统 的 相 对

阶 条 件 ，下 面 推 导 控 制 律（4）中 参 数 β*
ij 与 回 归 量 信

号 ωβ j
( t ) 的 具 体 构 造 方 法 。 首 先 ，对 于 个 体 i ( i =

0,1,⋯,N )，根据系统相对阶定义可得：

yi ( t + k ) =
ì
í
î

c i A
k
i x i ( t ) , k = 0,1,⋯,n* - 1

c i A
k
i x i ( t ) + c i A

k - 1
i b i u i ( t ) , k = n*

因 此 ，个 体 i 的 未 来 时 刻 输 出 信 号 yi ( t + n* ) 可 表

示为如下关于 x i ( t )和ui ( t ) 的参数化形式：

yi ( t + n* ) = α *T
i1 x i ( t ) + α *

i2 ui ( t )，i = 0,1,⋯,N（15）

式中 ：α *
i1 ∈ ℝni 和 α *

i2 ∈ ℝ 为与系统参数 A i、b i、c i 相关

的常参数。由于系统状态 x i ( t ) 不可测，利用式（13）中

对 状 态 x i ( t ) 的 参 数 化 估 计 x̂ i ( t )，结 合 式（15），可 得

yi ( t + n* ) 的参数化估计为：

ŷ i ( t + n* ) = μ *T
i1 ω ui

( t ) + μ *T
i2 ω yi

( t ) + α *
i2 ui ( t ) （16）

式 中 ：μ *T
i1 = α *T

i1 κ
*
i1，μ *T

i2 = α *T
i1 κ

*
i2。 值 得 注 意 的 是 ，由 于

状 态 估 计 误 差 x͂ i ( t ) 满 足 lim
t → ∞ x͂ i ( t ) = 0，且 以 指 数 速 率

收 敛 ，因 此 有 lim
t → ∞ ( ŷ i ( t + n* ) - yi ( t + n* ) ) = 0，且 该 误

差也以指数速率收敛至 0。

定义 θ*
i3 = 1/kpi

( i = 1,⋯,N )，对于每个跟随者个体

i ( i = 1,2,⋯,N )，可根据其邻居个体对未来时刻输出信

号 yj ( t + n* ) 的 参 数 化 估 计 ，确 定 控 制 律 参 数 β*
ij =

[ ]β*T
ij1 , β*T

ij2 , β*
ij3

T
如下：

β*
ij1 = θ*

i3 μ
*
j1，β*

ij2 = θ*
i3 μ

*
j2，β*

ij3 = θ*
i3 α *

j2， j ∈ N i（17）

此外，根据式（14），跟随者个体 i ( i = 1,2,⋯,N ) 可

利用其邻居的输入输出信号构造控制律式（4）中的回

归量信号 ωβ j
( t ) = [ ]ω T

uj
( t ) ,ω T

yj
( t ) ,uj ( t ) T

。

综 上 所 述 ，在 系 统 参 数 A i、b i、c i 已 知 的 情 况 下 ，

标称控制律（4）中控制参数及回归量信号可按如下方

式 确 定 ：控 制 律 参 数 θ*
i 和 回 归 量 信 号 ωθ i

( t ) 分 别 由

式（7）和式（9）给出 ；控制律参数 β*
ij 和回归量 ωβ j

( t ) 则

分别由式（17）与式（14）确定。可以看出，每个跟随者

个 体 i ( i = 1,2,⋯,N ) 的 控 制 律（4）仅 依 赖 于 其 自 身 及

其邻居的模型参数和输入输出信号，因此该控制律是

分布式的。为了更清晰地阐述标称控制律（4）的设计

过 程 ，考 虑 个 体 i 只 存 在 邻 居 个 体 j 的 简 单 情 形 ，我 们

引入如图 1 所示的框图，以直观展示个体之间的信息

交互及控制输入的计算过程。

2.3 稳定性分析

为 分 析 在 标 称 控 制 律（4）作 用 下 ，各 跟 随 者 个 体

的闭环稳定性及输出趋同性能，定义局部输出跟踪误

差和领导者−跟随者跟踪误差如下：

ì

í

î

ïïïï

ïïïï

ei ( t ) = yi ( t ) - 1
di
∑
j ∈ N i

y j ( t )，i = 1,2,⋯,N
ei0 ( t ) = y0 ( t ) - yi ( t )，i = 1,2,⋯,N

（18）

针对上述两种误差，有如下引理。

引理 2：考虑由 N 个跟随者个体和 1 个领导者个体

在 通 信 图 G下 构 成 的 MAS，若 每 个 跟 随 者 个 体 i ( i =
1,2,⋯,N ) 的局部输出跟踪误差 ei ( t ) 满足 lim

t → ∞ ei ( t ) = 0，

则有 lim
t → ∞ ei0 ( t ) = 0。

引理 2 的证明与文献［18］中引理 4.1 及文献［21］

中引理 3.6 类似，此处从略。由引理 2 可知，若局部输

出 跟 踪 误 差 ei ( t ) 满 足 lim
t → ∞ ei ( t ) = 0，则 MAS 可 实 现 领

导者−跟随者渐近跟踪控制目标。反之，若 lim
t → ∞ ei0 ( t ) =

0，显 然 有 lim
t → ∞ ei ( t ) = 0。 因 此 ，lim

t → ∞ ei ( t ) = 0 是

lim
t → ∞ ei0 ( t ) = 0 的充要条件。

基 于 引 理 2，下 面 定 理 给 出 在 标 称 分 布 式 MRC

律（4）作用下 MAS 的闭环控制性能。

定 理 1：考 虑 通 信 图 G 下 由 系 统 模 型（1）和 模

型（3）组成的 MAS，若假设 1—假设 3 成立 ，将标称分

布 式 MRC 律（4）应 用 于 跟 随 者 系 统 模 型（1），可 保 证

所有闭环信号有界，且每个跟随者个体的输出 yi ( t ) 能

够 以 指 数 速 率 渐 近 跟 踪 领 导 者 输 出 y0 ( t )，即

lim
t → ∞ ei0 ( t ) = 0，i = 1,2,⋯,N。

证 明 ：首 先 考 虑 个 体 i ( i = 1,2,⋯,N ) 的 极 点 多 项

式 Pi ( z ) 与零点多项式 Zi ( z ) 互素的情形。根据式（7），

fi（z）

Λi（z）
uj（t），yj（t） uj（t）

个体 j

个体 i
ui（t）

μ *
j1，   ，μ *

j2 α *
j2

θ*
i3

θ*
i

ui（t），yi（t）

aλi（z），bλi（z）

图 1 控制律框图

Fig. 1 Block diagram of control law
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存 在 多 项 式 Fi ( z ) = - z-mi + fni - mi - 2 z-mi - 1 + ⋯ + f0 z-ni + 1

满足如下等式：

θ*T
i1 (aλi

( z ) - 1) = Fi ( z ) Zi ( z ) （19）

利用式（19），可以将式（7）改写为：

Fi ( z ) Pi ( z ) + θ*T
i2 bλi

( z ) kpi
= - zn*

（20）

将式（20）两边作用于信号 yi ( t )，并结合系统的输入输

出模型（2），可得：

Fi ( z ) kpi
Z i ( z ) [ ui ] ( t ) + θ*T

i2 bλi
( z ) kpi

[ yi ] ( t ) = - zn* [ yi ] ( t )
那么，结合式（19）可得：

kpi
θ*T

i1 ω i1 ( t ) + kpi
θ*T

i2 ω i2 ( t ) = kpi
ui ( t ) - zn* [ yi ] ( t )

（21）

由控制律（4）的结构可得：

ui ( t ) = θ*T
i1 ω i1 ( t ) + θ*T

i2 ω i2 ( t ) + θ*T
i3

1
di
∑
j ∈ N i

ŷ j ( t + n* )
（22）

将式（22）代入式（21），可得：

zn* [ ei ] ( t ) = 1
di
∑
j ∈ N i

( ŷ j ( t + n* ) - yj ( t + n* ) ) （23）

由 于 lim
t → ∞ ( ŷ j ( t + n* ) - yj ( t + n* ) ) = 0，且 指 数 速 率 收

敛 ，式（23）表 明 lim
t → ∞ ei ( t + n* ) = 0，且 指 数 速 率 收 敛 。

根据引理 2，可得 lim
t → ∞ ei0 ( t + n* ) = 0，且指数速率收敛。

由于领导者系统（4）为稳定线性系统且外部参考

输 入 u0 ( t ) 为 有 界 信 号 ，可 以 得 到 领 导 者 系 统 的 输 出

信 号 y0 ( t ) 有 界 。 结 合 lim
t → ∞ ei0 ( t + n* ) = 0，可 得 每 个 跟

随者个体的输出信号 yi ( t ) 有界。由输入输出系统模

型（2）可 得 kpi
zn*

Zi ( z ) [ ui ] ( t ) = Pi ( z ) [ yi ] ( t + n* )，结 合

yi ( t ) ∈ L∞ 和 假 设 1 下 多 项 式 zn*
Z 1 ( z ) 的 稳 定 性 ，可 得

控 制 输 入 ui ( t ) ∈ L∞，由 此 可 得 MAS 中 所 有 信 号 均

有界。

接下来考虑极点多项式 Pi ( z ) 与零点多项式 Zi ( z )
不互素的情形。此时可将多项式 Zi ( z ) 分解为 Zi ( z ) =
Zi1 ( z ) Zi2 ( z )，使得多项式 Zi2 ( z ) 与 Pi ( z ) 互素，且 Zi1 ( z )
的 次 数 为 mi1。 根 据 Pi ( z ) 与 Zi2 ( z ) 的 互 素 性 可 知 ，存

在唯一参数 θ̄*
i1 ∈ ℝni - mi1 - 1 和 θ̄*

i2 ∈ ℝni 满足：

zni - mi1 - 1 θ̄*T
i1 āλi

( z ) Pi ( z ) + θ̄*T
i2 zni - 1bλi

( z ) kpi
Z i ( z ) =

zni - mi1 - 1 Pi ( z ) - zni - 1 Zi ( z ) zn*
（24）

其中，āλi
( z ) = [ ]z-ni + mi1 + 1 ,⋯,z-1 T

。式（24）可等价为：

( θ̄*T
i1 āλi

( z ) - 1) z-mi1 Pi ( z ) + θ*T
i2 bλi

( z ) kpi
Z i2 ( z ) = -Zi2 ( z ) zn*

（25）

由式（25）可得：

θ̄*T
i1 āλi

( z ) - 1 = F̄ i ( z ) Zi2 ( z ) （26）

其 中 ， F̄ i ( z ) = - z-mi + mi1 + f̄ni - mi + mi1 - 2 z-mi + mi1 - 1 + ⋯ +

f̄0 z-ni + mi1 + 1。 令 Fi ( z ) = F̄ i ( z ) z-mi1，则 由 式（25）和 式（26）

仍 可 推 出 式（20），后 续 证 明 与 互 素 情 形 相 同 ，由 此 可

得定理 1 结论成立。

2.4 自适应控制设计的基本思路

由 于 参 数 未 知 ，此 前 给 出 的 标 称 分 布 式 MRC

律（4）已 不 再 适 用 ，因 此 需 要 探 索 新 的 设 计 方 法 。 基

于标称分布式 MRC 律（4）的结构形式，给出如下输出

反馈分布式 MRAC 律：

ui ( t ) = 1
di
∑
j ∈ N i

( )θT
i ( t )ωθ i

( t ) + βT
ij ( t )ωβ j

( t ) （27）

式 中 ：θ i ( t ) = [ ]θT
i1 ( t ) ,θT

i2 ( t ) T
，β ij ( t ) = [ βT

ij1 ( t ) , βT
ij2 ( t ) ,

β ij3 ( t ) ]T 分 别 为 标 称 控 制 参 数 θ*
i = [ ]θ*T

i1 ,θ*T
i2

T
和 β*

ij =
[ ]β*T

ij1 , β*T
ij2 , β*

ij3
T
的估计。由式（9）和式（14）可知，分布式

MRAC 律（27）中 所 涉 及 的 回 归 量 信 号 ωθ i
( t ) =

[ ]ω T
i1 ( t ) ,ω T

i2 ( t ) T
和 ωβ j

( t ) = [ ]ω T
uj

( t ) ,ω T
yj

( t ) ,uj ( t ) T
均 可 由

个体自身及其邻居的输入输出信号构造获得，因此该

控制律是分布式的。

对每个个体 i ( i = 1,2,⋯,N )，可以通过如下步骤建

立对分布式 MRAC 律（27）中参数估计 θ i ( t ) 和 β ij ( t ) 的

自 适 应 参 数 更 新 律 ：① 结 合 系 统 模 型（1）和 分 布 式

MRAC 律（27），推导出关于 ei ( t ) ( i = 1,2,⋯,N ) 的局部

输 出 跟 踪 误 差 方 程 ；② 利 用 局 部 输 出 跟 踪 误 差

ei ( t ) ( i = 1,2,⋯,N )，引 入 估 计 误 差 ϵi ( t ) ( i = 1,2,⋯,N )
来刻画标称控制器参数与其估计值之间的偏差，并结

合局部输出跟踪误差方程建立相应的估计误差方程；

③ 引 入 关 于 估 计 误 差 的 二 次 代 价 函 数 ，利 用 个 体 系

统（2）中 高 频 增 益 参 数 的 先 验 信 息 ，得 到 基 于 梯 度 算

法的自适应参数更新律。通过上述设计步骤，可为每

个跟随者个体构造出有效的自适应参数更新律，实现

分布式 MRAC 律（27）中参数估计 θ i ( t ) 和 β ij ( t ) 的在线

调整。

3 仿真分析

采用数值仿真的方法，对所提出的基于输出反馈

的分布式 MRC 方案进行有效性验证。

3.1 仿真模型

模型采用由 1 个领导者个体和 4 个跟随者个体组

成 的 MAS。 其 中 ，4 个 跟 随 者 个 体 的 系 统 参 数 分

别为：

A 1 = [ ]0,1,0 ; 0,0,1 ; -1,5/2,-1/2 ， b 1 = [ ]0,0,1 T
， c 1 =

[ ]0,1/2,1                     

A 2 = [ ]0,1 ; 1,0 ，b2 = [ ]0,1 T
，c2 = [ ]1,2        

·· 6
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A 3 = [ ]0,1 ; 2,1 ，b3 = [ ]0,1 T
，c3 = [ ]1/2,-1     

A 4 = [ ]0,1,0 ; 0,0,1 ; 1/3,1,-1/3 ，b4 = [ ]0,0,1 T
，

c4 = [ ]0,1/4,1                                                                                    

各 跟 随 者 对 应 的 传 递 函 数 Gi ( z ) =
kpi

Z i ( z ) /Pi ( z )，i = 1,2,3,4，分别为：

P 1 ( z ) = ( z + 1) ( z - 2 ) ( z + 1/2 )，Z 1 ( z ) =
z ( z + 1/2 )，kp1 = 1                                                                        

P 2 ( z ) = ( z + 1) ( z - 1)，Z 2 ( z ) = z + 1/3，kp2 = 2
P 3 ( z ) = ( z - 1) ( z + 2 )，Z 3 ( z ) = z + 1，kp3 = -1
P 4 ( z ) = ( z + 1/4 ) ( z + 1) ( z - 1)，Z 4 ( z ) = z ( z +

1/4 )，kp4 = 1       

领 导 者 系 统 参 数 为 A 0 = 3/5，b0 = 1，c0 = 1，外

部 参 考 输 入 设 为 u0 ( t ) = sin ( t/3) /2。 此 外 ，MAS 的 通

信图 G如图 2 所示。

3.2 参数设置

基 于 上 述 仿 真 模 型 ，通 过 求 解 匹 配 方 程（7）可

得 到 如 下 参 数 ：θ*
11 = [ 0,- 1/3 ]T，θ*

12 = [ 1,- 5/2,1/2 ]T，

θ*
21 = - 1/2，θ*

22 = [-1/2,0 ]T，θ*
31 = 1/2，θ*

32 = [ 2,1 ]T，θ*
41 =

[ 0,- 1/4 ]T，θ*
42 = [-1/3,- 1,1/3 ]T。 选 取 合 适 的 观 测 器

增 益 ，使 得 Λ i ( z ) = zni 。 此 时 依 据 通 信 图 的 连 通 性 ，

可 计 算 得 到 每 个 跟 随 者 个 体 标 称 控 制 器 参 数 β*
10 =

[ 3/5,9/25,-1 ]T，β*
20 = [ 3/10,9/50,1/2 ]T，β*

31 = [ 0,1/6,1/6, 
-1/2,9/4,- 11/4,- 1 ]T， β*

32 = [ 0,- 1,0,- 1,- 2 ]T， β*
42 =[ 0, 

1,0,1,2 ]T，β*
43 = [ 1/2,- 1/2,2,3,- 1 ]T。 此 外 ，初 始 状 态 设

定 为 ：x0 ( 0 ) = 1，x1 ( 0 ) = [ 1/10,0,-1/2 ]T，x2 ( 0 ) = [-1/5, 
3/2 ]T，x3 ( 0 ) = [ 1/2,- 9/10 ]T，x4 ( 0 ) = [ 1,1,3/2 ]T。 基 于

上 述 参 数 设 定 ，可 为 每 个 跟 随 者 个 体 i ( i = 1,2,3,4 )
确 定 相 应 的 分 布 式 MRC 律 。

3.3 仿真结果

仿真结果如图 3—图 5 所示。图 3 展示了所有个体

的输出响应 yi ( t ) ( i = 0,1,2,3,4 )。图 4 展示了领导者−跟

随者跟踪误差的响应 ei0 ( t ) ( i = 1,2,3,4 )，图 5 展示了跟

随者的控制输入 ui ( t ) ( i = 1,2,3,4 )。结果表明，在分布

式 MRC 律（4）的作用下，系统能够实现领导者−跟随者

跟踪控制目标。综上所述，数值仿真结果验证了本文

所提出的分布式输出反馈 MRC 方案的有效性。

1

0

3

42

图 2 MAS 的通信图

Fig. 2 Communication graph of MAS

图 3 系统输出响应

Fig. 3 Response of system output
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图 4 领导者−跟随者跟踪误差

Fig. 4 Leader-follower tracking error
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图 5 系统控制输入

Fig. 5 Control input of the system
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4 结论

为 解 决 一 类 离 散 时 间 线 性 MAS 的 领 导 者 −跟 随

者输出趋同跟踪问题，本文提出了一种分布式输出反

馈 MRC 方 案 。 在 系 统 参 数 已 知 的 情 况 下 ，通 过 引 入

匹 配 方 程 和 基 于 状 态 观 测 器 的 虚 拟 参 考 信 号 参 数 化

重 构 方 法 ，构 建 了 结 构 统 一 的 标 称 输 出 反 馈 分 布 式

MRC 律，确保了闭环系统稳定性并实现了跟随者系统

对 领 导 者 系 统 输 出 的 指 数 跟 踪 。 针 对 领 导 者 和 跟 随

者中参数未知的情形，进一步给出了分布式 MRAC 设

计 的 基 本 思 路 。 未 来 的 研 究 方 向 主 要 包 括 以 下 几 个

方面：一是将本文方法推广至具有非线性动态的多智

能体系统；二是在切换通信拓扑的场景下进一步拓展

本文结论；三是进一步考虑多领导者个体情形下的协

同控制设计方案。
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